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Transformació de recursiu NO FINAL a recursiu FINAL

Funció recursiva_final_transf (entrada x, y’: càlcul parcial acumulat) retorna y
    casos:
         Base(x)        → y := càlcul (triv(x), y’)
         No Base(x)  → y := recursiva_final_transf(reduir(x), càlcul(x, y’))
    fcasos
    retorna(y)
fi_funció

Funció rec_no_final (entrada x) retorna y
    casos:
         Base(x)        → y := triv(x)
         No Base(x)  → y := càlcul(rec_no_final(reduir(x)), x)
    fcasos
    retorna(y)
fi_funció

Valor inicial per a y’: neutre del càlcul !!!
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Transformació de recursiu NO FINAL a recursiu FINAL

Perquè l’esquema anterior es pugui aplicar el 
càlcul ha de ser independent del resultat de la 
crida recursiva del següent nivell (dades més 
petites)

La idea és que el càlcul es computi abans de la 
crida i s’acumuli en una variable d’entrada al 
següent nivell (dades més petites)

Si el càlcul depèn del resultat del nivell següent, 
aleshores la transformació no és possible

3



Exercicis: Transformar en finals els algorismes no finals

• Càlcul del factorial n>=0

• Càlcul de la suma dels elements d‘un vector de 
mida n>=0

• Càlcul del màxim d‘un vector de mida n>=1

• Càlcul del producte, potència i divisió entera clàssics

• Càlcul del producte i potència eficients

• Analitzar si el problema de la divisió entera eficient 
pot ser transformat en final
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Transformació de recursiu a iteratiu: Funció recursiva final

Funció recursiva_final (entrada x) retorna y
    casos:
         Base(x)        → y := triv(x)
         No Base(x)  → y := recursiva_final(reduir(x))
    fcasos
    retorna(y)
fi_funció

Funció iterativa (entrada x) retorna y
      mentre No Base(x) fer
             x  := reduir(x)
      fi_mentre ;
      y := triv(x)
      retorna(y)
fi_funció 
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Exercicis: Transformar en iteratiu els algorismes finals

• Càlcul del factorial n>=0

• Càlcul de la suma dels elements d‘un vector de 
mida n>=0

• Càlcul del màxim d‘un vector de mida n>=1

• Cerca lineal i cerca dicotòmica d’un valor en un 
vector de mida n>=1

• Càlcul del producte, potència i divisió entera clàssics

• Càlcul del producte i potència eficients
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Transformació de recursiu a iteratiu: Funció recursiva NO final
Funció rec_no_final (entrada x) retorna y
    casos:
         Base(x)        → y := triv(x)
         No Base(x)  → y := càlcul(rec_no_final(reduir(x)), x)
    fcasos
    retorna(y)
fi_funció
Funció iterativa (entrada x) retorna y
      Var x’
          x’ := x
         mentre ( No Base(x’) ) fer
                 x’  := reduir(x’)
         fi_mentre 
        y := triv(x’)
        mentre ( x! != x ) fer
                x! := inversa_reduir(x’) 
                y := càlcul(y, xʹ′)
        fi_mentre
        retorna(y)
fi_funció 
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Transformació de recursiu a iteratiu: Funció recursiva NO final

Perquè l’esquema anterior es pugui aplicar ha 
d’existir la inversa de la funció reduir:

   Si reduir és -1 aleshores inversa és +1
   Si reduir és +1 aleshores inversa és -1
   Si reduir és *2 aleshores inversa és div 2
   Si reduir és div 2 aleshores inversa no existeix

Si la inversa no existeix, s’ha utilitzar una pila per 
emmagatzemar els valors de cada reducció per tal 
de recupera’ls al tornar “en darrera”

Exercici: Transformar en iteratiu la funció recursiva 
de càlcul de la divisió entera eficient
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Transformació de recursiu a iteratiu:                                                    
	

 	

 	

 Funció recursiva NO final + Ús d’una Pila

Funció iterativa (entrada x) retorna y
      Var   x’
      Var   p: Stack
            x’ := x
            p := new_stack()
            mentre ( No_Base(x’) ) fer
                         push(p, x’)
                         x’  := reduir(x’)
            fi_mentre 
            y := triv(x’)
            mentre ( ! empty_stack(p) ) fer
                         x! := top_stack(p) 
                         pop(p)
                         y := càlcul(y, xʹ′)
            fi_mentre
            retorna(y)
fi_funció 
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Recursió múltiple

procediment rec_mul(entrada x)
   casos
         Base (x) → trivial(x)

         No_Base(x) → Acció1(x) // Preordre
                                 rec_mul( reduir1 (x)) 
                                Acció2(x) // Inordre
                                rec_mul( reduir2 (x)) 
                               Acció3(x) // Postordre
    fi_casos 
fi_procediment
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Representació de les activacions o crides

Per representar les crides recursives utilitzem un arbre: 
mostra l’espai de cerca o d’exploració de les activacions

X
reduir1(x)           reduir2(x)

reduir1(x)      reduir2(x)       reduir1(x)       reduir2(x)

trivial(X)             trivial(X)        trivial (X)         trivial(X)
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Quicksort versió recursiva

procediment Quicksort(entrada V: vector, i: inici, f:final)
   casos
         i>=f → Acció_buida

         i<f → m:=(i+f) div 2

partició(V, i, f, m) // Preordre
                    Quicksort(V, i, m-1) 
                     Quicksort(V, m+1, f)
    fi_casos 
fi_procediment
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Quicksort versió iterativa

Utilitzarem una pila de parelles 
<inici, final>

que ens indicarà els subsegments a tractar

L’ordenament es va realitzant sobre la 
pròpia estructura vector
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Quicksort versió iterativa (pila auxiliar)
Acció Quicksort_iteratiu (entrada V: vector, n: size) 
            Var   p: Stack
            Var <i, f>: <index inici, index final>
            p := new_stack();
            push(p, <1, n>);
            mentre ( ! empty_stack(p) ) fer
                         <i, f> := top_stack(p) ;
                         pop(p);
                         if (i <f ) then
                               m:=(i+f) div 2
                               partició(V, i, f, m)          // tractem el node actual (visitar node)

                               push(p, <m+1, f>);        // empilem fill dret

                               push(p, <i, m-1>);          // empilem fill esquerre

                        fi_if
            fi_mentre
 fi_acció 
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Torres de Hanoi versió recursiva

Acció Hanoi(K: natural, o, aux, d: codi_torre)
   casos
         K=1→    cout << “Moure de”<< o << “a” << d 

         K>1 →   Hanoi(K-1, o, d, aux)

                    // Inorder
    cout << “Moure de”<< o << “a” << d <<                           
   Hanoi(K-1, aux, o, d)

    fi_casos 
fi_acció
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Torres de Hanoi versió iterativa

Utilitzem una pila per emmagatzemar els nodes de l’arbre de 
cerca 

<K, origen, aux, desti>
que ens indicarà els casos/nodes pendents de tractar

Simulem un recorregut en inorder de l’arbre:
Donat un node/una instància particular:

- Empilar el subarbre esquerre
- Visitar el node
- Empilar el subarbre dret

S’empilen tant els nodes interiors com les fulles, ja que per a 
tots els nodes s’ha d’emetre un missatge de moviment
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Torres de Hanoi versió iterativa (pila auxiliar)
Acció Hanoi_iteratiu (entrada N: natural) 
        Var   p: Stack
           Var <K, o, aux, d>: <nat, codi origen, codi auxiliar, codi destí >
           p := new_stack();
           <K, o, aux, d>:= <N, 1, 2, 3>
            mentre ( K>1 ) fer   // Recorrer la 1a rama esquerra
                      push(p, <K, o, aux, d>)
                     <K, o, aux, d>:= <K-1, o, d, aux>
          fi_mentre
         push(p, <K, o, aux, d>)
         mentre ( ! empty_stack(p) ) fer
                         <K, o, aux, d> := top_stack(p) 
                         pop(p)
                        cout << “Moure de”<< o << “a” << d  // Visitar el node actual: fulla o interior
                         if ( K>1 ) then       // Si és node interior generar fill dret
                                  <K, o, aux, d>:= <K-1, aux, o, d>
                                  mentre ( K>1 ) fer // empilar TOTA la rama esquerra que penja del node dret
                                            push(p, <K, o, aux, d>)                    //empilar el node
                                           <K, o, aux, d>:= <K-1, o, d, aux>   //generar fill esquerre
                                fi_mentre
                               push(p, <K, o, aux, d>)
                        fi_if

          fi_mentre
 fi_acció 
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Alçada d’un arbre binari (versió recursiva)

Funció Alçada_arbre(T: tree) retorna a: natural
   casos
         T. empty_tree()    →    a:= 0

         ! T. empty_tree()   →  
                        e := Alçada_arbre( T.left_tree() )
                        d := Alçada_arbre( T.right_tree() )
                         // Postordre

    a :=  max(e,d)
fi_casos 
return(a)

fi_funció
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Exercici: Transformar a iteratiu

Utilitzarem una pila de nodes de l’arbre 
p: Stack < Tree_node>

que ens indicarà els subarbres a tractar

Cada node en l’arbre té un camp amb 
l’alçada del subarbre esquerra i un camp 
amb l’alçada del subarbre dret

Tal com es van calculant les alçades es van 
actualitzant les alçades dels subarbres 
associats amb els nodes de la pila
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