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IntroducciónLa seguridad de los sistemas atuales de lave p�ublia radia en la re-solui�on de alg�un problema matem�atio que es asi imposible de resolveren la pr�atia. Atualmente los tres problemas matem�atios m�as utilizadosson el problema de la fatorizai�on de enteros (IFP { Integer FatorizationProblem), el problema del logaritmo disreto sobre el grupo multipliativode un uerpo �nito (DLP { Disrete Logarithm Problem) y el problemadel logaritmo disreto sobre el grupo de puntos de una urva el��ptia de�-nida sobre un uerpo �nito (ECDLP { Ellipti Curve Disrete LogarithmProblem). De todos ellos, para el �unio que no se onoe un algoritmosubexponenial para resolverlo es para el ECDLP (para el IFP se tienela Number Field Sieve [BLP93℄ y para el DLP se tiene el Index{Calulus[How98℄). Esta irunstania nos permite obtener on los sistemas basadosen el ECDLP niveles de seguridad similares a los que obtendr��amos on losbasados en el IFP y en el DLP pero on par�ametros iniiales (laves, et.)muho m�as peque~nos [Bel00℄. Entones, omo es l�ogio, al utilizar par�ame-tros m�as peque~nos, los elementos on los que operar tambi�en lo son, porlo que dihos sistemas son reomendables en dispositivos donde los reur-sos (memoria, poder de �omputo, et.) son limitados: tarjetas inteligentes,tel�efonos m�oviles, et.El �unio inonveniente que presentan los sistemas basados en el ECDLPes que no todas las urvas el��ptias existentes ofreen los mismos niveles deseguridad. Por lo que se sabe hasta ahora, la validez para el ECDLP de unaurva el��ptia E de�nida sobre un uerpo �nito Fq solamente depende de su11



ardinal sobre Fq [Bel00℄. Aunque en un primer momento podr��amos pensarque para saber si E es v�alida lo �unio que tenemos que haer es alularsu ardinal, esta opi�on, a priori, no siempre es viable ya que alular elardinal de una urva el��ptia es un problema omputaionalmente muyostoso. Entones paree razonable pensar que si E es v�alida, podamosobtener a partir de ella otras urvas el��ptias que tambi�en lo sean, es deir,que tambi�en tengan su mismo ardinal sobre Fq . Dos urvas el��ptias tienenel mismo ardinal sobre Fq si y s�olo si entre ambas existe una isogenia Fq{raional. Una isogenia Fq{raional entre dos urvas el��ptias es un mor�smoFq{raional entre ambas que preserva el punto del in�nito. A las isogeniasde grado d se las denomina d{isogenias. Vemos, entones, que para obteneruna urva el��ptia on el mismo ardinal sobre Fq que el de E lo �unio quetenemos que haer es alular a partir de E una isogenia Fq{raional.Supongamos que E es ordinaria y sea ` un n�umero primo tal que ` nodivide a q. Entones, si a partir de E alulamos suesivas `{isogenias Fq{raionales, lo que obtenemos es un digrafo llamado vol�an de `{isogeniasuyos v�erties representan lases de isomorf��a sobre Fq de urvas el��ptiasordinarias y uyos aros representan `{isogenias Fq{raionales [Fou01℄. Losvolanes de `{isogenias son importantes porque permiten mejorar el algorit-mo SEA [IKNY98℄, siendo el SEA el mejor algoritmo onoido atualmentepara alular el ardinal de una urva el��ptia.
Organización de la memoriaEsta memoria est�a estruturada en tres ap��tulos. En el primer ap��tuloexpliamos qu�e son las `{isogenias de urvas el��ptias y damos un algoritmopara alularlas. En el segundo ap��tulo expliamos qu�e son los volanes de`{isogenias y damos algoritmos para alular ierta informai�on sobre ellos(altura, tama~no de r�ater, . . . ). Finalmente, en el terer ap��tulo, damoslos resultados que hemos obtenido a partir de la implementai�on de losalgoritmos de los dos ap��tulos anteriores as�� omo las onlusiones a las12



que hemos llegado despu�es de realizar este trabajo.
NotacionesEn esta memoria hemos utilizado prinipalmente las notaiones usadasen [Mor05℄. Esto se debe a que no hemos inluido un ap��tulo de prelimi-nares matem�atios y otro de urvas el��ptias. Las notaiones, de�niionesy onsideraiones m�as importantes son las siguientes:K : un uerpo ualquiera (p. e. Q ).K : lausura algebraia de K .K [X1 ; X2; : : : ; Xn℄ : anillo de polinomios en X1, X2, : : :, Xn on oe-�ientes en K .(f(x)) : ideal generado por el polinomio f(x).Fq : uerpo �nito de q elementos.` : n�umero primo que no divide a q.a j b (a - b) : a divide a b (a no divide a b).a ' b (a 6' b) : a es isomorfo a b (a no es isomorfo a b).Todas las urvas el��ptias tienen una euai�on general de Weierstrassomo modelo de euai�on.Euai�on general de Weierstrass en oordenadas proyetivas:Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 = X3 + a2X2Z + a4XZ2 + a6Z3O = (0 : 1 : 0) : punto del in�nito om�un a todas las urvas el��ptias.x(P ) : absisa de un punto P 6= O (x(P ) = u si P = (u; v)).y(P ) : ordenada de un punto P 6= O (y(P ) = v si P = (u; v)).13



Un punto P de una urva el��ptia E de�nida sobre Fq es Fq{raionalsi y s�olo si x(P ) e y(P ) son elementos de Fq o P = O.E(Fq ) : onjunto de puntos Fq{raionales de una urva el��ptia Ede�nida sobre Fq .#E(Fq ) : ardinal de E(Fq ).(E(Fq );+) : grupo de puntos Fq{raionales de una urva el��ptia Ede�nida sobre Fq .nP = 8>>>><>>>>: P + (n)� � �+ P si n > 0;O si n = 0;(�P ) + (n)� � �+ (�P ) si n < 0:El orden de un punto P 2 E(Fq ) es el entero positivo m�as peque~no ntal que nP = O.Un punto P 2 E(Fq ) es de n{torsi�on, n > 0, si y s�olo si nP = O.E(Fq )[n℄ : grupo de puntos Fq{raionales de n{torsi�on de una urvael��ptia E de�nida sobre Fq .j(E) : j{invariante de una urva el��ptia E.< P > : grupo generado por el punto P .
AgradecimientosEn estos a~nos tan dif��iles para m��, quiero agradeerle a mi novia, a mispadres, a mi abuela y a mi diretor el que no hayan pasado de m�� y que asu manera hayan intentado ayudarme. A todos ellos, muh��simas graias.
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Caṕıtulo 1

Isogenias de curvas eĺıpticasEn este ap��tulo expliamos qu�e son las `{isogenias de urvas el��ptiasy damos un algoritmo para alularlas.
1.1. Definición y propiedadesSean E y E 0 dos urvas el��ptias de�nidas sobre K . Una isogenia entreE y E 0 es una apliai�on regular' : E ! E 0tal que '(O) = O. El n�uleo de la isogenia ' esker' = fP 2 E(K ) j '(P ) = Og:La isogenia ' es K {raional (' est�a de�nida sobre K ) si y s�olo si '(E(K )) �E 0(K ). La isogenia ' es onstante si y s�olo si '(E(K )) = fOg. Las urvasel��ptias E y E 0 son is�ogenas sobre K si y s�olo si entre ambas existe unaisogenia no onstante K {raional.
Teorema 1. Sea ' : E ! E 0 una isogenia K {raional. Entones para todo
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par de puntos P y Q de E(K ) se tiene que'(P +Q) = '(P ) + '(Q);es deir, ' es un homomor�smo de grupos.
Teorema 2. Sean E y E 0 dos urvas el��ptias de�nidas sobre Fq . EntonesE y E 0 son is�ogenas sobre Fq si y s�olo si #E(Fq ) = #E 0(Fq ).El grado de las isogenias onstantes, por onvenio, es 0. Las isogeniasno onstantes se lasi�an en separables, inseparables y puramente insepa-rables. El grado de una isogenia separable es igual al ardinal de su n�uleo(para saber �omo se de�nen los grados de las isogenias inseparables y pu-ramente inseparables, omo para saber en qu�e se diferenian �estas de lasisogenias separables, v�ease [Mor05℄). Si ' : E ! E 0 es una isogenia de gradom, entones ' es una m{isogenia de E. Si ' es no onstante, entones E 0es una urva el��ptia m{is�ogena de E.
Teorema 3. Sea E una urva el��ptia de�nida sobre K y sea G � E(K )un grupo �nito. Entones existe una �unia (salvo isomor�smo) urvael��ptia E=G y una isogenia separable 'G : E ! E=G tal que ker'G = G.La apliai�on multipliai�on por m 2 Z n f0g en una urva el��ptia Ede�nida sobre K , [m℄ : E(K ) ! E(K )P 7! mP ;es una isogenia de E en s�� misma. La isogenia nula entre E y una urvael��ptia E 0 se de�ne omo [0℄(P ) = O para todo P 2 E(K ). La isogenia[0℄ : E ! E 0 es la �unia isogenia onstante entre E y E 0.
Teorema 4. Sea ' : E ! E 0 una isogenia no onstante de grado m. En-tones existe una �unia isogenia '̂ : E 0 ! E tal que '̂ Æ ' = [m℄ en E y' Æ '̂ = [m℄ en E 0. Tal isogenia '̂ se denomina la isogenia dual de ' ysu grado es m. 16



Nota 1. La dual de la isogenia [0℄ : E ! E 0 es la isogenia [0℄ : E 0 ! E.Nota 2. La isogenia 'G es Fq{raional si y s�olo si '̂G tambi�en lo es.A partir de ahora, en lo que queda de doumento, y salvo que no digamoslo ontrario, supondremos quetodas las isogenias son separables;una urva el��ptia E de�nida sobre K tendr�a tantasm{isogenias omosubgrupos de orden m haya en (E(K );+).Para obtener m�as informai�on sobre lo expliado en esta sei�on v�ease[BSS00, Sil86℄.
1.2. Fórmulas de VéluDada una urva el��ptiaE : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x+ a6de�nida sobre K y dado un subgrupo �nito G no trivial de (E(K );+), lasf�ormulas de V�elu, v�ease [V�e71℄, nos permiten alular los oe�ientes de laurva el��ptiaE=G : Y 2 +A1XY +A3Y = X3 + A2X2 + A4X + A6y las euaiones de la isogenia 'G. Tales f�ormulas son las siguientes:b2 = a21 + 4a2b4 = a1a3 + 2a4b6 = a23 + 4a6R tal que 8<: G n E(K )[2℄ = R [ (�R)R \ (�R) = ;S = R [ (G \ E(K )[2℄ n fOg) 17



T 2 Sfx(T ) = 3x(T )2 + 2a2x(T ) + a4 � a1y(T )fy(T ) = �2y(T )� a1x(T )� a3t(T ) = 8<: fx(T ) si T 62 R2fx(T )� a1fy(T ) = 6x(T )2 + b2x(T ) + b4 si T 2 Ru(T ) = 4x(T )3 + b2x(T )2 + 2b4x(T ) + b6t = XT2S t(T )w = XT2S(u(T ) + x(T )t(T ))A1 = a1A2 = a2A3 = a3A4 = a4 � 5tA6 = a6 � b2t� 7wP = (x; y) 2 E(K )'G(P ) = 8<: O si P 2 G(X; Y ) si P 62 GX = x+ XT2S  t(T )x� x(T ) + u(T )(x� x(T ))2!Y = y �XT2S  u(T )2y + a1x+ a3(x� x(T ))3 ++t(T )a1(x� x(T )) + y � y(T )(x� x(T ))2 + a1u(T )� fx(T )fy(T )(x� x(T ))2 !
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1.3. Órdenes de cuerpos cuadráticosUn uerpo uadr�atio es una extensi�on de grado 2 de Q . Si K es unuerpo uadr�atio, entones existe un entero N libre de uadrados tal queK = Q (pN) = f�+ �pN j �; � 2 Qg:N�otese que para ualquier entero positivo k,Q (pk2N) = Q (pN):Dependiendo de si N es positivo o negativo se die que K es real o imagi-nario. El disriminante del uerpo uadr�atio K esdK = 8><>:N si N � 1 (m�od 4);4N si N 6� 1 (m�od 4):El anillo de enteros de K, siendo!K = dK +pdK2 ;es OK = Z[!K℄.Un orden de K es un subonjunto de K que adem�as de ser un subanillounitario de K es tambi�en un Z{m�odulo libre de rango 2. El orden maximalde K, es deir, el orden de K que ontiene a todos los dem�as, esOK = Z� !KZ:Un orden O de K es de la formaZ+ fOK = Z� f!KZ:Al entero positivo f = [OK : O℄;19



��ndie de O en OK, se le denomina el ondutor de O. El disriminante delorden O es D = f2dK:Si O0 es un orden de K de disriminante D0, O � O0 si y s�olo si D = k2D0para alg�un entero positivo k (O = O0 () D = D0).Para m�as informai�on v�ease [Cox89℄.
1.4. Número de ℓ–isogenias �q–racionalesSea E una urva el��ptia de�nida sobre Fq . El onjunto de todas lasisogenias de E en s�� misma tiene estrutura de anillo on la suma y elproduto (omposii�on) de isogenias, es deir, es un anillo on('1 + '2)(P ) = '1(P ) + '2(P )y on ('1'2)(P ) = '1('2(P )):A este anillo se le denomina el anillo de endomor�smos de E y se le denotaon End(E).El endomor�smo de Frobenius de orden q de E se de�ne omo� : E(Fq ) ! E(Fq )(x; y) 7! (xq; yq) :Este endomor�smo es puramente inseparable y su grado es q.Supongamos que E es ordinaria y quem = q + 1� t = #E(Fq ):Entones el anillo de endomor�smos de E es isomorfo a un orden del uerpouadr�atio imaginario K = Q (qt2 � 4q):20



Un orden de este uerpo uadr�atio es el orden Z[�℄. El disriminante deZ[�℄ es d� = g2dK = t2 � 4q. Si O es el orden de K isomorfo a End(E),entones Z[�℄ � O. Si D = f2dK es el disriminante de O, entonesD = �3 () j(E) = 0;D = �4 () j(E) = 1728.Cuando D es igual a �3 o es igual a �4, D = dK, es deir, O = OK . Eln�umero de lases de isomorf��a sobre Fq de urvas el��ptias ordinarias onardinal m y anillos de endomor�smos isomorfos a OK uando dK es iguala �3 o es igual a �4 es igual a 1. Diha lase de isomorf��a o bien es la lasede j{invariante 0 o bien es la lase de j{invariante 1728.El anillo de endomor�smos de una urva el��ptia E 0 is�ogena a E tambi�enes isomorfo a un orden de K. Si E 0 es is�ogena a E sobre Fq y O0 es el ordende K isomorfo a End(E 0), entones Z[�℄ � O0.Sea ' : E ! E 0 una isogenia de grado `. Entones se nos presenta unode los siguientes tres asos:O � O0 y [O0 : O℄ = `,O = O0 y [O0 : O℄ = 1,O0 � O y [O : O0℄ = `.Dependiendo de ada aso se die que ' es asendente ("), horizontal (!)o desendente (#). Notemos que' es asendente si y s�olo si '̂ es desendente;' es horizontal si y s�olo si '̂ tambi�en lo es.Dependiendo de la posii�on respeto a ` de O en relai�on on Z[�℄ y OK po-demos saber u�antas `{isogenias Fq{raionales tiene E de ada tipo. Dihainformai�on es la que damos a ontinuai�on. D̀! = S��mbolo de Kroneker21



` - [OK : O℄ (` - f)� ` - [O : Z[�℄℄ (` - (g=f))1 +  D̀! !� ` j [O : Z[�℄℄ (` j (g=f))1 +  D̀! ! `�  D̀! #` j [OK : O℄ (` j f)� ` - [O : Z[�℄℄ (` - (g=f)) 1 "� ` j [O : Z[�℄℄ (` j (g=f))1 " ` #La informai�on referente a esta sei�on la hemos extra��do de [Cox89,Koh96℄.
1.5. Cálculo de las ℓ–isogenias �q–racionales de una cur-

va eĺıpticaSea E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x+ a6una urva el��ptia ordinaria de�nida sobre Fq y sea G un subgrupo de(E(Fq );+) de orden `. Entones, omo ` es un n�umero primo, G es ��li-o y todos los puntos de G, a exepi�on de O, son puntos de orden ` ygeneradores de G, es deir, si P es un punto de G distinto de O, entonesG =< P >= fP; 2P; : : : ; `P = Og:22



Los inversos de los puntos P , 2P , : : :, nP , siendon = 8><>:1 si ` = 2;(`� 1)=2 si ` 6= 2;son, respetivamente, los puntos (`� 1)P , (`� 2)P , : : :, (`� n)P , ya queomo sabemos, el inverso de un punto Q es el punto R tal que Q+R = O,y por lo tanto, kP + (` � k)P = `P = O para todo k 2 f1; 2; : : : ; ng.Entones, teniendo en uenta que un punto y su inverso tienen la mismaabsisa, vemos que podemos onstruir un polinomio m�onio de grado nuyas ra��es sean las absisas de los puntos de G n fOg, a saber,g(x) = nYk=1(x� x(kP )):D�emonos uenta que este polinomio representa inequ��voamente a G yaque si al punto del in�nito le a~nadimos los puntos uyas absisas son susra��es lo que obtenemos es G. Entones deimos que G es Fq{raional si ys�olo si g(x) 2 Fq [x℄. La isogenia 'G es Fq{raional si y s�olo si G tambi�en loes. Tal y omo podemos ver en [Ler97℄, en (E(Fq );+) hay un total de `+1subgrupos de orden `. Cada uno de estos subgrupos es el n�uleo de una`{isogenia de E. Por lo que aabamos de expliar, una `{isogenia de E esFq{raional si y s�olo si su n�uleo tambi�en lo es. Por lo que hemos expliadoen la sei�on anterior, o bien E no tiene `{isogenias Fq{raionales o bienE tiene 1, 2 o `+1. Entones, teniendo en uenta todo esto, vemos que en(E(Fq );+) o bien no hay subgrupos Fq{raionales de orden ` o bien hay 1,2 o `+ 1.El polinomio de `{divisi�on asoiado a E en una indeterminada, v�ease[Mor05℄, es �`(x) = 8><>:f`(x) si ` 6= 2;4x3 + b2x2 + 2b4x+ b6 si ` = 2;23



siendo b2 = a21 + 4a2;b4 = a1a3 + 2a4;b6 = a23 + 4a6:La prinipal arater��stia de este polinomio es que sus ra��es son las abs-isas de los puntos de E(Fq ) de orden `. Entones, omo las ra��es de g(x)son absisas de puntos de orden `, vemos que g(x) j �`(x), es deir, g(x) esun fator (de grado n) de �`(x).Si ` 6= 2, entones es posible modi�ar las f�ormulas de V�elu para obtenerE=G y 'G a partir �uniamente de los oe�ientes de g(x), es deir, sinneesidad de onoer los puntos de G. Tales f�ormulas para el �alulo deE=G son las que siguen (para las del �alulo de 'G v�ease [Ler97℄).g(x) = xn + g1xn�1 + � � �+ gn�1x+ gngi = (�1)i X1�k1<k2<���<ki�n(x(k1P )x(k2P ) � � �x(kiP )) (1 � i � n)S = fP; 2P; : : : ; nPgU1 = XT2S x(T ) = �g1U2 = XT2S x(T )2 = 8><>:g21 si ` = 3 (n = 1)g21 � 2g2 si ` � 5 (n � 2)U3 = XT2S x(T )3 = 8>>>>><>>>>>:�g31 si ` = 3 (n = 1)�g31 + 3g1g2 si ` = 5 (n = 2)�g31 + 3g1g2 � 3g3 si ` � 7 (n � 3)
24



t = XT2S t(T ) == XT2S(6x(T )2 + b2x(T ) + b4) == 6XT2S x(T )2 + b2 XT2S x(T ) + nb4 == 6U2 + b2U1 + nb4w = XT2S(u(T ) + x(T )t(T )) == XT2S(10x(T )3 + 2b2x(T )2 + 3b4x(T ) + b6) == 10XT2S x(T )3 + 2b2 XT2S x(T )2 + 3b4 XT2S x(T ) + nb6 == 10U3 + 2b2U2 + 3b4U1 + nb6Entones, teniendo en uenta estas f�ormulas, a partir de ahora supondremosque disponemos de un algoritmo Is�ogena tal que al pasarle E y g(x) nosdevuelve E=G.Finalmente, un algoritmo para alular todas las urvas el��ptias `{is�ogenas de E sobre Fq es el que a ontinuai�on damos.
algoritmo Is�ogenas(E; `) devuelve S
Entrada: Una urva el��ptia ordinariaE : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x+ a6de�nida sobre Fq y un n�umero primo ` tal que ` - q.
Salida: Una seuenia S que ontiene todas las urvas el��ptias `{is�ogenasde E sobre Fq .S  [℄Calular el polinomio de `{divisi�on �`(x) 2 Fq [x℄ asoiado a E

si ` = 2 entonces�(x) �`(x)
mientras 9� 2 Fq tal que �(�) = 0 hacerCalular el punto P tal que x(P ) = �25



Calular E=G utilizando las f�ormulas de V�elu (G = fP;Og)Guardar E=G en S�(x) �(x)=(x� �)
fin mientras

sino si ` = 3 entonces�(x) �`(x)
mientras 9� 2 Fq tal que �(�) = 0 hacerg(x) x� �E=G Is�ogena(E; g(x))Guardar E=G en S�(x) �(x)=g(x)
fin mientras

sinon (`� 1)=2Fatorizar �`(x) en Fq [x℄ y guardar los fatores irreduibles en unaseuenia U�nal falso

repetir

si #S < 2 entonces

si grado(U [1℄) > n entoncesEliminar de U el fator U [1℄
sinoCalular una ra��z � de U [1℄ en Fqgrado(U[1℄)[x℄/* Un polinomio irreduible de grado d en Fq [x℄ tiene todas susra��es en Fqd [x℄ */Calular un punto P tal que x(P ) = �/* P 2 E(Fqgrado(U[1℄)) o P 2 E(Fq2grado(U[1℄)) n E(Fqgrado(U[1℄)) */g(x) nYk=1(x� x(kP ))/* Las absisas de los puntos kP son elementos de Fqgrado(U[1℄) y�estas podr��an alularse �uniamente a partir de �, es deir, no26



har��a falta onoer el punto P */
si g(x) =2 Fq [x℄ entoncesEliminar de U los fatores que tengan omo m��nimo una ra��zen om�un on g(x)
sinoE=G Is�ogena(E; g(x))Guardar E=G en SEliminar de U los fatores que dividan a g(x)
fin si

fin sik 0
para i 1 hasta #U hacerk  k + grado(U [i℄)
fin para

si (#S < 2 ^ k < n) _ (#S = 2 ^ k 6= n(`� 1)) entonces�nal cierto

fin si

sino si #S = 2 entonces

si grado(U [1℄) > n entonces�nal cierto

sinoCalular una ra��z � de U [1℄ en Fqgrado(U[1℄)[x℄Calular un punto P tal que x(P ) = �g(x) nYk=1(x� x(kP ))
si g(x) =2 Fq [x℄ entonces�nal cierto

sinoE=G Is�ogena(E; g(x))Guardar E=G en SEliminar de U los fatores que dividan a g(x)27



fin si

fin si

sino si #S 6= ` entonces

si grado(U [1℄) = n entoncesg(x) U [1℄
sinoCalular una ra��z � de U [1℄ en Fqgrado(U[1℄)[x℄Calular un punto P tal que x(P ) = �g(x) nYk=1(x� x(kP ))
fin siE=G Is�ogena(E; g(x))Guardar E=G en SEliminar de U los fatores que dividan a g(x)

sinog(x) #UYi=1U [i℄E=G Is�ogena(E; g(x))Guardar E=G en S�nal cierto

fin si

hasta �nal
fin si

devolver S
fin algoritmo
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Caṕıtulo 2

Volcanes de ℓ–isogeniasEn este ap��tulo expliamos qu�e son los volanes de `{isogenias y damosalgoritmos para alular ierta informai�on sobre ellos (altura, tama~no der�ater, . . . ).
2.1. Definición y caracteŕısticasConsideremos todas las lases de isomorf��a sobre Fq de urvas el��ptiasordinarias on un determinado ardinal sobre Fq y supongamos que adauna de ellas representa un v�ertie de un digrafo G. Sean v1 y v2 dos v�ertiesde G y sean E1 una urva el��ptia de v1 y E2 una urva el��ptia de v2.Entones existe un aro de v1 a v2 si y s�olo si entre E1 y E2 existe una `{isogenia Fq{raional (el n�umero exato de aros que salen de v1 a v2 es igualal n�umero de urvas el��ptias `{is�ogenas de E1 isomorfas sobre Fq a E2).Notemos que si existe un aro de v1 a v2, entones tambi�en existe un aro dev2 a v1 ya que si existe una `{isogenia Fq{raional '1 entre E1 y E2, entonestambi�en existe una `{isogenia Fq{raional '2 entre E2 y E1, a saber, '2 ='̂1. Notemos, tambi�en, que v1 = v2 si y s�olo si j(E1) = j(E2). Esto esas�� por lo que a ontinuai�on expliamos. Dos urvas el��ptias ordinarias Ey E 0 son isomorfas sobre Fq si y s�olo si #E(Fq ) = #E 0(Fq ) y j(E) = j(E 0).Los v�erties v1 y v2 son el mismo si y s�olo si E1 y E2 son isomorfas sobre Fq .29



Como todas las urvas el��ptias de G tienen el mismo ardinal sobre Fq , E1y E2 son isomorfas sobre Fq si y s�olo si j(E1) = j(E2). Entones, teniendoen uenta esto, vemos que un buen representante para ada v�ertie de Ges el j{invariante de sus urvas el��ptias. Cada omponente onexa de G esun vol�an de `{isogenias o `{vol�an sobre Fq .Sea V un `{vol�an sobre Fq . Entones, omo todas las urvas el��ptiasde V son is�ogenas entre s��, por lo expliado en la sei�on 1.4, vemos quetodos sus anillos de endomor�smos son isomorfos a �ordenes de un mismouerpo uadr�atio imaginario K. Como adem�as son is�ogenas sobre Fq , di-hos �ordenes est�an omprendidos entre los �ordenes Z[�℄ y OK (v�ease lasei�on 1.4). Otra arater��stia importante de estos �ordenes es que susondutores di�eren los unos de los otros �uniamente en la potenia de `ya que si ' : E ! E 0 es una `{isogenia y O ' End(E) es igual a Z+ `kwOKon ` no dividiendo a w, entones, dependiendo de si ' es asendente, ho-rizontal o desendente, O0 ' End(E 0) es igual a Z+ `k�1wOK, Z+ `kwOK oZ+`k+1wOK . Entones, teniendo en uenta esto, vemos que podemos situarlos diferentes v�erties de V en distintos niveles, siendo ada nivel, omo esobvio, un orden de K, es deir, ada orden representa un nivel. Aunqueen un primer momento podr��amos pensar que el orden de ondutor `kwrepresenta el nivel k, esto no es as��. Si esto fuera as��, entones, al onsi-derar una `{isogenia asendente, lo que har��amos ser��a desender un nivel,y paree m�as razonable pensar, ya que la `{isogenia es asendente, que loque tendr��a que sueder es que asendi�eramos, es deir, en lugar de pasardel nivel k al nivel k � 1 deber��amos pasar del nivel k al nivel k + 1. Porlo tanto, para que esto sea as��, el orden de ondutor `kw representar�a elnivel h�k, siendo h la valorai�on `{�adia del ondutor de Z[�℄. Al valor hse le denomina la altura de V . Notemos que diho valor es igual al n�umerototal de niveles que hay en V menos 1. Los v�erties situados en el nivel hforman el r�ater de V . Al n�umero total de v�erties que hay en este nivel lodenotamos on . Los v�erties situados en el nivel 0, siempre y uando hsea mayor que 0, forman el suelo de V . Los v�erties que no perteneen ni30



al r�ater ni al suelo, siempre y uando h sea mayor que 1, forman la laderade V . Un resumen de lo que aabamos de expliar es el siguiente:h = 0O0 = Z+ `0wOK nivel 0 0� ` - [OK : O0℄` - [O0 : Z[�℄℄ 1A r�aterh = 1O0 = Z+ `0wOK nivel 1 0� ` - [OK : O0℄` j [O0 : Z[�℄℄ 1A r�aterjO1 = Z+ `1wOK nivel 0 0� ` j [OK : O1℄` - [O1 : Z[�℄℄ 1A sueloh � 2O0 = Z+ `0wOK nivel h 0� ` - [OK : O0℄` j [O0 : Z[�℄℄ 1A r�ater...Ok = Z+ `kwOK nivel h� k 0� ` j [OK : Ok℄` j [Ok : Z[�℄℄ 1A ladera...Oh = Z+ `hwOK nivel 0 0� ` j [OK : Oh℄` - [Oh : Z[�℄℄ 1A sueloDe ada uno de los v�erties del r�ater de V salen r = 0; 1; 2 aroshorizontales. Los posibles r�ateres de V en funi�on de diho valor y deltama~no  de su r�ater son los que mostramos en el uadro 2.1. Si h > 0,entones de ada uno de los v�erties del r�ater de V tambi�en salen s =`+1�r aros desendentes. Estos s aros desendentes, a exepi�on de dosasos, siempre van a parar a s v�erties distintos. Los dos asos en los queesto no es as�� son los asos en los que en V o bien aparee el j{invariante 0 obien aparee el j{invariante 1728. En estos dos asos,  = 1 y diho v�ertieo bien es el 0 o bien es el 1728. En el primer aso, los s aros desendentesvan a parar a s=3 v�erties distintos, mientras que en el segundo, van a parar31



a s=2. A priori, el n�umero de aros desendentes que van a parar a adauno de estos v�erties es el mismo. De ada uno de los v�erties del suelo deV solamente sale 1 aro asendente. Si h > 1, entones de ada uno de losv�erties de la ladera de V salen ` aros desendentes y 1 asendente. Estos` aros desendentes siempre van a parar a ` v�erties distintos. Finalmente,lo �ultimo que debemos saber es que dos aros desendentes que salen adauno de dos v�erties distintos situados en un mismo nivel es imposible quevayan a parar a un mismo v�ertie.r = 0 r = 1 = 1  = 1  = 2
r = 2 = 1  = 2  � 3

Cuadro 2.1: Posibles r�ateres de un `{vol�an en funi�on de r y .A partir de ahora, en lo que queda de ap��tulo, supondremos que todaslas estruturas, apliaiones, et. est�an de�nidas sobre Fq .Para obtener m�as informai�on sobre lo expliado en esta sei�on v�ease[Koh96, Fou01℄.
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2.2. Cálculo de la ubicación de una curva eĺıptica en un

ℓ–volcánSea V un `{vol�an y sea E una urva el��ptia de V . Un amino desen-dente a partir de E en V es una seuenia de urvas el��ptias (`{isogenias)E = E0 '1�! E1 '2�! � � � 'k�! Ektal que Ek se halla en el nivel 0 de V y ada `{isogenia 'i es desendente.Entones es f�ail darse uenta que la longitud k de este amino es preisa-mente el nivel de V donde se halla E.Cuando E no tiene `{isogenias desendentes, k = 0. Cuando E s�� tiene`{isogenias desendentes, k > 0. La urva el��ptia E tiene `{isogenias des-endentes si y s�olo si E tiene `+ 1 isogenias de grado `. Un proedimientopara alular k en el aso en el que E s�� que tiene `{isogenias desendenteses el que a ontinuai�on expliamos.Supongamos, iniialmente, que k = 1 y que ' : E ! E 0 es una `{isogeniadesendente. Entones o bien E 0 se halla en el suelo de V o bien E 0 se hallaen su ladera. Si E 0 se halla en el suelo de V , entones el valor de k esel orreto y hemos terminado. Si E 0 se halla en su ladera, entones loprimero que tenemos que haer es aumentar en una unidad k y lo segundoque tenemos que haer es desender al nivel inferior donde se halla E 0. Paradesender al nivel inferior donde se halla E 0 lo que tenemos que haer esesoger una urva el��ptiaE 00 `{is�ogena de E 0 tal que E 00 no sea isomorfa a E,es deir, debemos de evitar la �unia `{isogenia de E 0 que no es desendente.Entones, una vez la tenemos, suponemos que E es E 0 y que E 0 es E 00 yvolvemos a omprobar si E 0 se halla o no en el suelo de V . Como es l�ogio,este proeso debemos repetirlo hasta que E 0 se halle en el suelo de V .En pseudo�odigo, el proedimiento que aabamos de expliar quedar��ade la siguiente manera:k 1 33



' : E ! E 0 `{isogenia #S 0  Is�ogenas(E 0; `)
mientras #S 0 6= 1 hacerk k + 1

si S 0[1℄ 6' E entoncesE  E 0E 0  S 0[1℄
sinoE  E 0E 0  S 0[2℄
fin siS 0  Is�ogenas(E 0; `)

fin mientrasEl �unio inonveniente que presenta este proedimiento es que hemossupuesto que E 0 se halla en el nivel inferior donde se halla E, y esto, a priori,sin tener ninguna otra informai�on, es imposible saberlo. Entones lo quetenemos que haer para alular k es apliar el proedimiento anterior on3 urvas el��ptias `{is�ogenas de E, ya que entones, omo m��nimo, una deellas se hallar�a en el nivel inferior donde se halla E, y por lo tanto, onella, s�� seremos apaes de alular la longitud de un amino desendentea partir de E. Esogemos 3 porque en el peor de los asos E podr��a tener2 isogenias de grado ` no desendentes. Entones, teniendo en uenta esto,un algoritmo para alular el nivel de V donde se halla E es el siguiente:
algoritmo Nivel(E; `; S) devuelve k
Entrada: Una urva el��ptia ordinaria E de�nida sobre Fq , un n�umero primo` tal que ` - q y una seuenia S que ontiene todas las urvas el��ptias`{is�ogenas de E sobre Fq .
Salida: El nivel k de V donde se halla E, siendo V el vol�an de `{isogeniassobre Fq al que pertenee E.k 0 34



si #S = `+ 1 entoncesk k + 1i 0
repetiri i+ 1Ei  EE 0i  S[i℄S 0i  Is�ogenas(E 0i; `)suelo #S 0i = 1
hasta i = 3 _ suelo
mientras :suelo hacerk k + 1i 0

repetiri i+ 1
si S 0i[1℄ 6' Ei entoncesEi  E 0iE 0i  S 0i[1℄
sinoEi  E 0iE 0i  S 0i[2℄
fin siS 0i  Is�ogenas(E 0i; `)suelo #S 0i = 1

hasta i = 3 _ suelo
fin mientras

fin si

devolver k
fin algoritmoSupongamos, �nalmente, que E 0 es una urva el��ptia `{is�ogena de E yque k > 0. Entones un algoritmo para saber si E 0 se halla en el nivel k� 135



es el que a ontinuai�on damos.
algoritmo NivelInferior(E; `; k; E 0; S 0) devuelve t
Entrada:Una urva el��ptia ordinaria E de�nida sobre Fq .Un n�umero primo ` tal que ` - q.V = `{vol�an sobre Fq al que pertenee EEl nivel k > 0 de V donde se halla E.Una urva el��ptia E 0 `{is�ogena a E sobre Fq .Una seuenia S 0 que ontiene todas las urvas el��ptias `{is�ogenasde E 0 sobre Fq .
Salida: t = 8><>:cierto si E 0 se halla en el nivel k� 1 de V;

falso en aso ontrario:
mientras k 6= 1 hacerk k � 1

si S 0[1℄ 6' E entoncesE  E 0E 0  S 0[1℄
sinoE  E 0E 0  S 0[2℄
fin siS 0  Is�ogenas(E 0; `)

fin mientrast #S 0 = 1
devolver t

fin algoritmo 36



2.3. Cálculo de las caracteŕısticas principales de un ℓ–

volcánSea V un `{vol�an y sea E una urva el��ptia de V . Un proedimientopara alular la altura h de V a partir de E es el que a ontinuai�onexpliamos. Supongamos, iniialmente, que h es igual al nivel de V dondese halla E. Entones debemos busar una urva el��ptia E 0 `{is�ogena de Eo que bien se halle en el nivel h o que bien se halle en el nivel h+ 1. Si nola enontramos, entones E se halla en el r�ater de V , por lo que el valorde h es el orreto y hemos terminado (en este aso sabemos que E se hallaen el r�ater de V porque o bien E no tiene `{isogenias o porque o bientodas ellas son desendentes). Si la enontramos y E 0 se halla en el nivelh, entones E y E 0 se hallan en el r�ater de V , por lo que al igual que enel aso anterior, h es el valor que est�abamos busando y hemos terminado(en este aso sabemos que E y E 0 se hallan en el r�ater de V porque la`{isogenia que existe entre ambas es horizontal). Finalmente, si E 0 se hallaen el nivel h+ 1, entones lo primero que tenemos que haer es aumentaren una unidad h y suponer que E es E 0, es deir, debemos asender unnivel, y lo segundo que tenemos que haer es volver a busar una urvael��ptia E 0 `{is�ogena de E tal que E 0 o bien se halle en el nivel h o biense halle en el nivel h + 1, es deir, debemos volver a omprobar si hemosterminado o si por el ontrario debemos volver a asender. Como es l�ogio,este proeso debemos repetirlo hasta que E se halle en el r�ater de V . Enpseudo�odigo, el proedimiento que aabamos de expliar quedar��a de lasiguiente manera:S  Is�ogenas(E; `)h Nivel(E; `; S)�nal falso

repetiri 0enontrada falso 37



mientras i < #S ^ :enontrada haceri i+ 1E 0  S[i℄U  Is�ogenas(E 0; `)t Nivel(E 0; `; U)enontrada t � h
fin mientras

si :enontrada entonces�nal cierto

sino si t = h entonces�nal cierto

sinoE  E 0S  Uh h+ 1 /* h t */
fin si

hasta �nalSean, ahora,  el n�umero de v�erties que hay en el r�ater de V y r eln�umero de aros horizontales que salen de ada uno de ellos. Lo primero quetenemos que haer para alular  y r es mirar en qu�e aso del proedimientoanterior hemos detetado el r�ater de V . Si lo hemos heho en el aso en elque E 0 no existe, entones  = 1 y r = 0. Si lo hemos heho, en ambio, enel aso en el que E 0 s�� existe, entones  � 1 y r es igual a 1 o es igual a 2.Para saber si r es igual a 1 o es igual a 2 lo que tenemos que haer es ver siexiste otra urva el��ptia E� `{is�ogena de E situada en su mismo nivel. Sino existe, entones r = 1. Si existe, entones r = 2. Dependiendo de adaaso, los posibles valores de  son los siguientes:r = 1�  = 1 () E 0 ' E�  = 2 () E 0 6' E 38



r = 2�  = 1 () E� ' E 0 ' E�  = 2 () E� ' E 0 6' E�  � 3 () E� 6' E 0 6' E 6' E�Vemos, entones, que para el �unio aso para el ual no tenemos el valor de es para el aso en el que r = 2 y E, E 0 y E� no son isomorfas entre s��. Paraalular  en este aso lo primero que tenemos que haer es suponer que = 3, ya que 3, iniialmente, son los v�erties que ya onoemos, a saber, E,E 0 y E�. Entones, lo siguiente y �ultimo que tenemos que haer es reorreruno a uno, y sin repetir, el resto de v�erties del r�ater de V e ir aumentandoel valor de  a medida que los vayamos reorriendo. Diho reorrido, enpseudo�odigo, quedar��a de la siguiente manera: 3/* U es la seuenia que ontiene todas las urvas el��ptias `{is�ogenas deE 0 */
mientras �E 00 2 U tal que E 00 ' E� hacer + 1i 0enontrada falso

repetiri i+ 1E 00  U [i℄
si E 00 6' E entoncesS  Is�ogenas(E 00; `)

si h = 0 entoncesenontrada cierto

sino si :NivelInferior(E 0; `; h; E 00; S) entoncesenontrada cierto

fin si 39



fin si

hasta enontradaE  E 0E 0  E 00U  S
fin mientrasSean e1 y e2 dos elementos de Fq y sea ElementoAEntero el siguientealgoritmo:

algoritmo ElementoAEntero(e) devuelve i
Entrada: Un elemento e de Fq .Fq = Fpn = Fp [w℄(f(w))(p primo y f(w) 2 Fp [w℄ irreduible de grado n)e = en�1wn�1 + en�2wn�2 + � � �+ e1w + e0
Salida: Un entero i 2 [0; q � 1℄ que representa a e.

para k 0 hasta n� 1 hacerObtener el entero ik 2 [0; p� 1℄ que representa a ek
fin parai in�1pn�1 + in�2pn�2 + � � �+ i1p+ i0
devolver i

fin algoritmoEntones e1 < e2 si y s�olo siElementoAEntero(e1) < ElementoAEntero(e2):Sean V1 y V2 dos `{volanes y sean u1 y u2 los v�erties de los r�ateres,respetivamente, de V1 y V2 on los j{invariantes m�as peque~nos. Entonessi E1 es una urva el��ptia de u1 y E2 es una urva el��ptia de u2, V1 = V2 siy s�olo si E1 ' E2. 40



Un algoritmo que reoge todo lo que hemos expliado en esta sei�on esel siguiente:
algoritmo Info(E; `) devuelve h; r; ; E
Entrada: Una urva el��ptia ordinaria E de�nida sobre Fq y un n�umeroprimo ` tal que ` - q.
Salida: V = `{vol�an sobre Fq al que pertenee ELa altura h de V .El n�umero de aros horizontales r que salen de ada uno de losv�erties del r�ater de V .El n�umero de v�erties  que hay en el r�ater de V .Una urva el��ptia E del v�ertie del r�ater de V on el j{invariantem�as peque~no./* EAE = ElementoAEntero */S  Is�ogenas(E; `)h Nivel(E; `; S)�nal falso

repetiri 0enontrada falso

mientras i < #S ^ :enontrada haceri i+ 1E 0  S[i℄U  Is�ogenas(E 0; `)t Nivel(E 0; `; U)enontrada t � h
fin mientras

si :enontrada entonces 41



r 0 1E  E�nal cierto

sino si t = h entoncesenontrada falso

mientras i < #S ^ :enontrada haceri i+ 1E�  S[i℄
si h = 0 entoncesenontrada cierto

sino si :NivelInferior(E; `; h; E�; Is�ogenas(E�; `)) entoncesenontrada cierto

fin si

fin mientras

si :enontrada entoncesr 1
si E 0 ' E entonces 1E  E
sino 2

si EAE(j(E)) < EAE(j(E 0)) entoncesE  E
sinoE  E 0
fin si

fin si

sinor 2
si E� ' E 0 entonces 42



si E 0 ' E entonces 1E  E
sino 2

si EAE(j(E)) < EAE(j(E 0)) entoncesE  E
sinoE  E 0
fin si

fin si

sino 3
si EAE(j(E)) < EAE(j(E 0)) entoncesE  E
sinoE  E 0
fin si

si EAE(j(E�)) < EAE(j(E)) entoncesE  E�
fin si

mientras �E 00 2 U tal que E 00 ' E� hacer + 1i 0enontrada falso

repetiri i+ 1E 00  U [i℄
si E 00 6' E entoncesS  Is�ogenas(E 00; `)

si h = 0 entonces 43



enontrada cierto

sino si :NivelInferior(E 0; `; h; E 00; S) entoncesenontrada cierto

fin si

fin si

hasta enontrada
si EAE(j(E 00)) < EAE(j(E)) entoncesE  E 00
fin siE  E 0E 0  E 00U  S

fin mientras

fin si

fin si�nal cierto

sinoE  E 0S  Uh h+ 1
fin si

hasta �nal
devolver h; r; ; E

fin algoritmo
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Caṕıtulo 3

Resultados y conclusionesEn este ap��tulo damos los resultados que hemos obtenido a partir de laimplementai�on de los algoritmos de los dos ap��tulos anteriores as�� omolas onlusiones a las que hemos llegado despu�es de realizar este trabajo.La implementai�on de los algoritmos la hemos realizado on el paquetematem�atioMagma [BCP97℄. No damos la implementai�on porque nuestropseudo�odigo y el �odigo de Magma son asi id�entios.
3.1. ResultadosEn esta sei�on, si V es un `{vol�an, denotamos on h a su altura, onr al n�umero de aros horizontales que salen de ada uno de los v�erties desu r�ater y on  al tama~no de su r�ater.Una vez omentado esto, lo primero que vamos a ver en esta sei�on sonalgunos ejemplos de `{volanes. En dihos ejemplos, los v�erties de ada`{vol�an est�an numerados del 1 al n, siendo n el n�umero de v�erties deada `{vol�an. Para ada v�ertie damos una urva el��ptiaE : y2 = x3 + ax+ by j(E). A la urva el��ptia E la denotamos por [a; b℄. Una vez omentadoesto, los ejemplos son los que siguen.45



Ejemplo 1 (�gura 3.1)F523` = 11(h; r; ) = (0; 0; 1)
Ejemplo 2 (�gura 3.2)F101` = 5(h; r; ) = (0; 1; 1)
Ejemplo 3 (�gura 3.3)F103` = 3(h; r; ) = (0; 1; 2)
Ejemplo 4 (�gura 3.4)F101` = 5(h; r; ) = (0; 2; 1)
Ejemplo 5 (�gura 3.5)F109` = 7(h; r; ) = (0; 2; 2)
Ejemplo 6 (�gura 3.6) 46



F691` = 5(h; r; ) = (0; 2; 4)
Ejemplo 7 (�gura 3.7)F10657` = 2(h; r; ) = (3; 0; 1)
Ejemplo 8 (�gura 3.8)F20021` = 11(h; r; ) = (1; 0; 1)
Ejemplo 9 (�gura 3.9)F12007` = 3(h; r; ) = (2; 1; 1)
Ejemplo 10 (�gura 3.10)F1009` = 3(h; r; ) = (3; 1; 1)
Ejemplo 11 (�gura 3.11)F6067 47



` = 3(h; r; ) = (2; 1; 2)
Ejemplo 12 (�gura 3.12)F541` = 2(h; r; ) = (2; 2; 1)
Ejemplo 13 (�gura 3.13)F20021` = 5(h; r; ) = (1; 2; 1)
Ejemplo 14 (�gura 3.14)F5233` = 7(h; r; ) = (1; 2; 1)
Ejemplo 15 (�gura 3.15)F659` = 5(h; r; ) = (1; 2; 2)
Ejemplo 16 (�gura 3.16)F10657` = 3 48



(h; r; ) = (1; 2; 5)Sea A el onjunto de lases de isomorf��a sobre Fq = F691 de urvasel��ptias ordinarias on ardinalm = q + 1� t = 700:Entones, omo t = q + 1�m = 691 + 1� 700 = �8;t2 � 4q = (�8)2 � 4 � 691 = (2 � 3 � 5)2(�3)y �3 � 1 (m�od 4), los anillos de endomor�smos de las urvas el��ptias deA son isomorfos a �ordenes del uerpo uadr�atio imaginarioK de disrimi-nante dK = �3. Dihos �ordenes, tal y omo sabemos, est�an omprendidosentre los �ordenes Z[�℄ y OK . Como el disriminante de Z[�℄ esd� = t2 � 4q = g2dK = (2 � 3 � 5)2(�3);vemos que en total hay 8 �ordenes: OKZ+ 2OK Z+ 3OK Z+ 5OKZ+ (2 � 3)OK Z+ (2 � 5)OK Z+ (3 � 5)OKZ[�℄ = Z+ (2 � 3 � 5)OKSi lasi�amos las 38 lases de isomorf��a que hay en A en funi�on de estos8 �ordenes lo que obtenemos es el uadro 3.1 (en diho uadro, para adalase de isomorf��a damos una urva el��ptia [a; b℄ y su j{invariante). Comog = 2 � 3 � 5, vemos que la altura de los `{volanes sobre F691 a los queperteneen las urvas el��ptias de A o bien es 1 o bien es 0, siendo 1 si` � 5 o 0 si ` > 5. Los `{volanes para ` = 2, 3, 5 y 7 son los que damos,respetivamente, en las �guras 3.17, 3.18, 3.19 y 3.20. Notemos que para49



ada `, el n�umero de aros horizontales que salen de ada uno de los v�ertiesde los r�ateres de los `{volanes es el mismo. Esto es as�� porque si O es unorden de K de disriminante D = f2dK tal que ` - f , O se identi�a on elr�ater de un `{vol�an V y D̀! =  f 2̀! dK̀! =  dK̀!;por lo que el n�umero de aros horizontales que salen de ada uno de losv�erties del r�ater de V es igual a D̀!+ 1 =  dK̀!+ 1;es deir, diho valor solamente depende de dK̀!;valor el u�al es id�entio para todos los `{volanes uyos niveles se identi�anon �ordenes de K.En los uadros 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 damos para ` = 2, 3, 5, 7 y 11el n�umero de `{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h, r y .Lo primero que podemos observar en estos uadros es que el n�umero de`{volanes en funi�on de h, h y r y h, r y  siempre es un n�umero par.Esto es as�� por lo que a ontinuai�on expliamos. Sea E una urva el��ptiaordinaria de�nida sobre Fq tal que #E(Fq ) = q+1� t. Entones existe una�unia (salvo isomor�smo) urva el��ptia ordinaria E 0 de�nida sobre Fq talque #E 0(Fq ) = q+1+ t y j(E 0) = j(E). Tal urva el��ptia E 0 es isomorfa aE sobre Fq2 (E y E 0 no son isomorfas sobre Fq porque #E(Fq ) 6= #E 0(Fq )).Si V y V 0 son, respetivamente, los `{volanes sobre Fq a los que perteneenE y E 0, entones la �unia diferenia entre V y V 0 es que las urvas el��ptiasde V tienen ardinal q+ 1� t y las de V 0 tienen ardinal q + 1+ t (si paraada v�ertie de V y V 0 s�olo di�eramos su j{invariante, entones ver��amos queV = V 0; sobre Fq2 , V = V 0). Entones, teniendo en uenta esto, vemos que50



para ada `{vol�an sobre Fq on ardinal q + 1� t existe otro on ardinalq + 1 + t on los mismos valores h, r y . Este es el motivo por el ual eln�umero de `{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h, r y  siemprees un n�umero par.Lo siguiente que podemos observar es que uanto mayor es h, menos`{volanes hay. Tambi�en podemos observar que para una determinada `no todos los tipos de r�ateres se dan, siendo los que siempre se dan el(r = 0;  = 1) y el (r = 2;  > 2). El tipo de r�ater que m�as se da esel (r = 0;  = 1). El segundo tipo que m�as se da, si es que se da, es el(r = 1;  = 2). El terer tipo que m�as se da es el (r = 2;  > 2). Los tipos(r = 1;  = 1), (r = 2;  = 1) y (r = 2;  = 2) asi no se dan.Observemos, �nalmente, que para ` = 3 y ` = 7 todos los `{volanestienen altura 0 y r 6= 1, lo ual es equivalente a deir que no existe ningunaurva el��ptia on ardinal 7019 + 1 � t tal que t2 � 4 � 7019 sea divisiblepor 3 o por 7.Si V es un vol�an de `{isogenias sobre Fq de altura mayor que 0, enton-es al onsiderarlo sobre Fq` su altura aumenta en una unidad (para unademostrai�on v�ease [Fou01℄). Un ejemplo de esta arater��stia es el quedamos en las �guras 3.21 y 3.22. Notemos que la estrutura del 3{vol�ansobre F67 de la �gura 3.21 se mantiene intata sobre F673 (�gura 3.22).
3.2. ConclusionesAntes de realizar este trabajo ya se hab��an realizado otros sobre volanesde `{isogenias. Conretamente se hab��an realizado implementaiones para` = 2, 3, 5 y 7. En dihos trabajos, los n�uleos de las `{isogenias �uniamenteestaban formados por puntos Fq{raionales. �Este, pues, iba a ser el primertrabajo en el que los n�uleos de las `{isogenias no iban a estar exlusiva-mente formados por puntos Fq{raionales. Aunque en un primer momentos�olo se iba a tratar el aso ` = 5, al �nal, viendo que los algoritmos eranpr�atiamente los mismos, se deidi�o que fuera para ualquier `. Tambi�en51



se deidi�o, al igual que en los trabajos preedentes, que las `{isogenias sealulasen a partir de los polinomios de `{divisi�on. Entones, teniendo enuenta esto y viendo lo que hemos heho, reemos que los objetivos se hanumplido satisfatoriamente.Aunque los algoritmos de este doumento son orretos, �estos presentandos problemas. El primero de ellos lo enontramos en el algoritmo Is�ogenasya que en �el, en determinadas oasiones, para alular ra��es del polinomiode `{divisi�on, debemos de subir a extensiones de Fq , por lo que su tiempode ejeui�on aumenta onsiderablemente. Lo ideal, en este aso, ser��a podertrabajar siempre en Fq . El segundo problema lo tenemos en que siemprealulamos todas las urvas el��ptias `{is�ogenas de una urva el��ptia dadauando a lo mejor solamente neesitamos unas poas. En este aso, lo idealser��a poder ir alul�andolas una a una a medida que las fu�eramos neesitan-do. Entones, una solui�on a estos problemas ser��a utilizar los polinomiosmodulares [BSS00℄ ya que si E es una urva el��ptia ordinaria de�nida so-bre Fq de j{invariante j 6= 0; 1728 y �`(X; Y ) es el polinomio `{modularsobre Fq [X; Y ℄, entones las ra��es de �`(X; j) son los j{invariantes de lasurvas el��ptias `{is�ogenas de E sobre Fq . Los oe�ientes de estos polino-mios primero se alulan sobre Z y despu�es se onsideran sobre Fq . Y heaqu�� el prinipal problema de estos polinomios, que uanto mayor es ` m�asgrandes son sus oe�ientes sobre Z. Por lo tanto, omo futuro trabajo,estar��a bien implementar nuestros algoritmos on estos polinomios y verque implementai�on es mejor.
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11 [385; 276℄ 127Figura 3.1: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 1.
11 [22; 57℄ 7Figura 3.2: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 2.

1 21 [94; 18℄ 632 [63; 76℄ 44Figura 3.3: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 3.
11 [90; 22℄ 24Figura 3.4: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 4.53



1 21 [101; 16℄ 12 [12; 57℄ 54Figura 3.5: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 5.

12 341 [172; 347℄ 3062 [466; 258℄ 5943 [152; 513℄ 6314 [117; 320℄ 575Figura 3.6: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 6.
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12 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 221 [7894; 7616℄ 9416 2 [7934; 7308℄ 8267 3 [4936; 93℄ 13184 [1338; 5033℄ 980 5 [6322; 301℄ 5999 6 [10186; 5260℄ 48747 [2357; 6620℄ 8380 8 [2815; 2316℄ 5400 9 [333; 6972℄ 15510 [4017; 8294℄ 6270 11 [2786; 768℄ 5830 12 [5380; 9637℄ 207113 [2786; 867℄ 5925 14 [333; 6465℄ 4938 15 [7817; 8953℄ 814216 [8918; 6392℄ 8019 17 [4433; 6045℄ 2078 18 [9889; 2318℄ 137519 [2162; 10310℄ 6999 20 [3738; 10503℄ 691 21 [10468; 6863℄ 926222 [8459; 5289℄ 7559Figura 3.7: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 7.
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123 4 5 67
1 [1; 0℄ 1728 2 [15629; 10182℄ 179183 [645; 16796℄ 16593 4 [4743; 2070℄ 193005 [2247; 4602℄ 10921 6 [5997; 5937℄ 45517 [18107; 17022℄ 9195Figura 3.8: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 8.
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12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 131 [7216; 9582℄ 5972 2 [6935; 2610℄ 54643 [1844; 6750℄ 3323 4 [4113; 11150℄ 76325 [10912; 9789℄ 1879 6 [5542; 2495℄ 95197 [5604; 3926℄ 5703 8 [155; 9938℄ 72209 [1752; 2251℄ 1009 10 [745; 8737℄ 1179611 [10111; 3525℄ 11261 12 [11345; 9417℄ 1083713 [3694; 10908℄ 6148Figura 3.9: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 9.
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123 4 56 7 8 9 10 11 12 13 141 [0; 565℄ 0 2 [588; 676℄ 6113 [909; 413℄ 433 4 [846; 354℄ 1105 [214; 451℄ 652 6 [92; 879℄ 3667 [39; 547℄ 153 8 [345; 805℄ 659 [236; 487℄ 705 10 [747; 802℄ 76011 [255; 132℄ 944 12 [680; 22℄ 21713 [542; 66℄ 410 14 [405; 698℄ 143Figura 3.10: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 10.
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1 2
3

4
5 6

7
8

91011121314 15 16 17 18 19 20 2122
23242526

1 [2102; 3176℄ 1621 2 [5418; 5615℄ 3184 3 [5484; 3234℄ 39234 [2881; 1263℄ 2275 5 [5043; 3193℄ 253 6 [272; 2399℄ 40817 [4125; 3425℄ 5543 8 [1371; 5354℄ 5032 9 [1954; 1250℄ 465410 [3324; 1129℄ 1644 11 [6034; 1069℄ 2653 12 [3960; 3961℄ 97313 [1467; 5998℄ 2586 14 [5645; 730℄ 4923 15 [2329; 4309℄ 475316 [3842; 1226℄ 879 17 [4499; 4303℄ 4517 18 [1587; 3390℄ 191119 [5256; 1711℄ 1139 20 [1837; 5561℄ 1979 21 [146; 5526℄ 323322 [1702; 3332℄ 1086 23 [2866; 528℄ 3703 24 [5914; 4334℄ 423725 [5288; 964℄ 6032 26 [4856; 2505℄ 5095Figura 3.11: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 11.
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123 41 [214; 113℄ 4122 [392; 490℄ 2663 [424; 58℄ 1944 [503; 164℄ 265Figura 3.12: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 12.
12 31 [1; 0℄ 17282 [6243; 1437℄ 34843 [14100; 3832℄ 2640Figura 3.13: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 13.60



12 31 [0; 1198℄ 02 [9; 4682℄ 4743 [2993; 1723℄ 4054Figura 3.14: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 14.
1 23 4 5 6 7 8 9 101 [446; 426℄ 427 2 [335; 197℄ 5933 [187; 354℄ 370 4 [188; 316℄ 585 [392; 555℄ 153 6 [430; 44℄ 3847 [566; 558℄ 273 8 [357; 210℄ 1799 [357; 276℄ 471 10 [556; 131℄ 492Figura 3.15: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 15.
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678

9
10 11 12 13

14
15

1 [5195; 1686℄ 2340 2 [8425; 9201℄ 3594 3 [8815; 7355℄ 61104 [3783; 4252℄ 4012 5 [8948; 3694℄ 4380 6 [2179; 1210℄ 8717 [1205; 5149℄ 2990 8 [5962; 5345℄ 7639 9 [5703; 4983℄ 223410 [8059; 4422℄ 1620 11 [3565; 10439℄ 10540 12 [4026; 881℄ 484513 [4567; 9036℄ 1403 14 [3241; 10226℄ 5245 15 [364; 9019℄ 8376Figura 3.16: Vol�an de `{isogenias del ejemplo 16.
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OK� [0; 525℄ (0)Z+ 2OK� [565; 394℄ (102)Z+ 3OK� [644; 94℄ (53)Z+ 5OK� [595; 406℄ (428) � [37; 243℄ (651)Z+ (2 � 3)OK� [414; 420℄ (52) � [447; 488℄ (440) � [513; 253℄ (460)Z+ (2 � 5)OK� [400; 582℄ (83) � [245; 487℄ (87) � [135; 64℄ (181)� [595; 179℄ (345) � [6; 634℄ (540) � [167; 192℄ (686)Z+ (3 � 5)OK� [615; 152℄ (170) � [569; 471℄ (497) � [143; 248℄ (619)� [465; 148℄ (635) � [680; 17℄ (647) � [379; 513℄ (674)Z[�℄ = Z+ (2 � 3 � 5)OK� [603; 149℄ (61) � [221; 249℄ (91) � [294; 385℄ (98)� [658; 568℄ (101) � [459; 151℄ (118) � [86; 311℄ (143)� [139; 190℄ (161) � [587; 319℄ (172) � [589; 413℄ (192)� [386; 132℄ (289) � [369; 259℄ (316) � [535; 471℄ (317)� [245; 432℄ (406) � [527; 329℄ (468) � [133; 418℄ (573)� [34; 573℄ (610) � [245; 19℄ (654) � [371; 60℄ (676)Cuadro 3.1: Distribui�on de las lases de isomorf��a sobre F691 on ardinal700 en funi�on de los �ordenes. 63



01025352 440 460 17098 317 406
42887 181 345497161 316 676 619192 573 610
635143 289 654647101 118 468 65183 540 686
67461 91 172

Figura 3.17: Volanes de 2{isogenias sobre F691 on ardinal 700.
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05310252 440 460 83 87118 172 406 289 316 573181 686143 161 192 91 98 468 345 540610 654 676 61 101 317428 651497 619 635 170 647 674Figura 3.18: Volanes de 3{isogenias sobre F691 on ardinal 700.
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0428 6515291 101 192 289 406 676 53170 497 619 635 647 67410283 87 181 345 540 686 44061 98 118 143 316 610460161 172 317 468 573 654Figura 3.19: Volanes de 5{isogenias sobre F691 on ardinal 700.
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0 53 102428 65152440 46061161406 610 468289 83345686 87 540181 91316317 192 118654
98573101 143 172676 170619647 635 674497

Figura 3.20: Volanes de 7{isogenias sobre F691 on ardinal 700.67



h = 0 (6436)� r = 0 (4680)�  = 1 (4680)� r = 1 (1756)�  = 1 (2) �  = 2 (1754)h = 1 (608)� r = 0 (542)�  = 1 (542)� r = 2 (66)�  = 5 (2) �  = 7 (2) �  = 8 (2)�  = 10 (4) �  = 11 (12) �  = 14 (12)�  = 19 (2) �  = 27 (2) �  = 29 (2)�  = 30 (4) �  = 34 (6) �  = 42 (4)�  = 43 (2) �  = 46 (4) �  = 57 (2)�  = 82 (2) �  = 92 (2)Cuadro 3.2: N�umero de 2{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h,r y .
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h = 0 (7340)� r = 0 (7020)�  = 1 (7020)� r = 2 (320)�  = 1 (4) �  = 3 (6) �  = 4 (2)�  = 5 (8) �  = 6 (4) �  = 7 (12)�  = 9 (6) �  = 10 (10) �  = 11 (20)�  = 12 (64) �  = 13 (14) �  = 14 (12)�  = 15 (4) �  = 16 (4) �  = 18 (18)�  = 19 (12) �  = 20 (4) �  = 21 (20)�  = 22 (8) �  = 24 (8) �  = 26 (8)�  = 29 (4) �  = 30 (6) �  = 31 (4)�  = 34 (8) �  = 36 (4) �  = 41 (6)�  = 42 (4) �  = 43 (4) �  = 45 (2)�  = 46 (8) �  = 48 (2) �  = 49 (2)�  = 52 (2) �  = 60 (2) �  = 62 (2)�  = 75 (2) �  = 78 (2) �  = 82 (4)�  = 92 (4)Cuadro 3.3: N�umero de 3{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h,r y .
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h = 0 (7078)� r = 0 (4680)�  = 1 (4680)� r = 1 (2248)�  = 2 (2248)� r = 2 (150)�  = 3 (2) �  = 5 (12) �  = 8 (4)�  = 9 (6) �  = 10 (2) �  = 11 (2)�  = 12 (4) �  = 13 (10) �  = 14 (8)�  = 15 (4) �  = 16 (12) �  = 18 (4)�  = 19 (4) �  = 22 (4) �  = 24 (12)�  = 25 (6) �  = 28 (10) �  = 29 (4)�  = 30 (2) �  = 31 (2) �  = 34 (20)�  = 39 (2) �  = 41 (8) �  = 45 (2)�  = 48 (2) �  = 68 (2)h = 1 (102)� r = 0 (86)�  = 1 (86)� r = 1 (6)�  = 2 (6)� r = 2 (10)�  = 3 (2) �  = 8 (2) �  = 12 (4)�  = 13 (2)h = 2 (4)� r = 2 (4)�  = 1 (2) �  = 3 (2)Cuadro 3.4: N�umero de 5{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h,r y . 70



h = 0 (7380)� r = 0 (7020)�  = 1 (7020)� r = 2 (360)�  = 2 (6) �  = 3 (2) �  = 4 (16)�  = 5 (28) �  = 6 (32) �  = 7 (4)�  = 8 (40) �  = 10 (30) �  = 11 (8)�  = 12 (22) �  = 14 (24) �  = 16 (4)�  = 18 (10) �  = 19 (8) �  = 20 (6)�  = 22 (18) �  = 23 (2) �  = 24 (8)�  = 26 (14) �  = 27 (6) �  = 28 (2)�  = 30 (6) �  = 33 (4) �  = 34 (12)�  = 38 (2) �  = 40 (2) �  = 42 (8)�  = 43 (4) �  = 46 (8) �  = 48 (6)�  = 49 (2) �  = 62 (4) �  = 68 (2)�  = 75 (2) �  = 78 (2) �  = 84 (2)�  = 92 (4)Cuadro 3.5: N�umero de 7{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h,r y .
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h = 0 (7394)� r = 0 (5744)�  = 1 (5744)� r = 1 (1220)�  = 1 (8) �  = 2 (1212)� r = 2 (430)�  = 1 (8) �  = 3 (14) �  = 4 (50)�  = 5 (38) �  = 6 (72) �  = 7 (28)�  = 8 (16) �  = 9 (14) �  = 10 (12)�  = 12 (36) �  = 13 (28) �  = 14 (16)�  = 15 (2) �  = 16 (8) �  = 17 (8)�  = 18 (6) �  = 20 (4) �  = 22 (2)�  = 23 (2) �  = 25 (6) �  = 26 (2)�  = 27 (8) �  = 29 (2) �  = 31 (4)�  = 33 (6) �  = 34 (8) �  = 39 (2)�  = 41 (4) �  = 44 (2) �  = 46 (16)�  = 48 (2) �  = 49 (2) �  = 78 (2)h = 1 (10)� r = 0 (8)�  = 1 (8)� r = 2 (2)�  = 3 (2)Cuadro 3.6: N�umero de 11{volanes sobre F7019 en funi�on de h, h y r y h,r y .
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Fq = F67q + 1� t = 55t2 � 4q = 32(�11)K = Q (p�11)
OKZ+ 3OK12 3E1 = [15; 37℄ j(E1) = 62E2 = [22; 16℄ j(E2) = 21E3 = [61; 32℄ j(E3) = 48Figura 3.21: Vol�an de 3{isogenias sobre F67 .
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Fq3 = F673 = F67 [u℄(u3 + 6u+ 65)q3 + 1� t = 301180t2 � 4q3 = (2 � 32 � 17)2(�11)K = Q (p�11)
OKZ+ 3OKZ+ 9OK

12 34 5 6 7 8 9E1 = [15; 37℄ j(E1) = 62E2 = [22; 16℄ j(E2) = 21E3 = [61; 32℄ j(E3) = 48E4 = [27u2 + 37u+ 51; 23u2 + 66u+ 30℄ j(E4) = 8u2 + 64u+ 20E5 = [38u2 + 52u+ 28; 11u2 + 66u+ 49℄ j(E5) = 22u2 + 29u+ 9E6 = [2u2 + 45u+ 18; 33u2 + 2u+ 3℄ j(E6) = 37u2 + 41u+ 2E7 = [51u2 + 15u+ 33; 38u2 + 17u+ 41℄ j(E7) = 65u2 + 39u+ 42E8 = [36u2 + 2u+ 40; 31u2 + 23u+ 13℄ j(E8) = 6u2 + 62u+ 7E9 = [47u2 + 50u+ 17; 65u2 + 27u+ 15℄ j(E9) = 63u2 + 33u+ 34Figura 3.22: Vol�an de 3{isogenias sobre F673 .
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